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RESUME. On dcfinit unc sous-categorie interessante S reg de la categorie 
des ensembles simpliciaux, dont les objets sont appeles reguliers. Cette categorie, 
ainsi que sa sous-categorie <S/- re g dont les objets sont les ensembles simpliciaux 
reguliers et finis, ont de bonnes proprietes de stabilite par limite et union. La 
categorie iS/_ rcg est cartesienne fermee, en contraste de celle des enembles sim- 
pliciaux finis qui n'est pas cartesienne fermee. 

Le but de cette note est de repondre a une question d'Andre Joyal, qui m'a 
ete posee par Georges Maltsiniotis. Designons par Horn le Horn interne de la 
categorie S des ensembles simpliciaux, et soient U et X deux ensembles simpli- 
ciaux finis (i.e. qui n'ont qu'un nombre fini de simplexes non degeneres) : dans 
ces conditions Hom(U , X) est-il fini? Curieusement, la reponse est negative 
en general. Le premier contre-exemple, du a Jacob Lurie0, consiste a prendre 
U = A[l] et X — A[3]/A[3]. Je n'ai pas reussi jusqu'a present a caracteriser 
les ensembles simpliciaux finis X pour lesquels la reponse est oui pour tous les 
ensembles simpliciaux finis U, mais la reponse est oui pour une large famille d'en- 
sembles simpliciaux, que Ton appellera ensembles simpliciaux reguliers (confer 
1.3.), en vertu du theoreme suivant : 

Theoreme 1 : Si X est un ensemble simplicial regulier de dimension finic, 
alors, pour tout ensemble simplicial fini U , l'ensemble simplicial Hom( U , X) est 
aussi de dimension finic. 

(On dit qu'un ensemble simplicial est de dimension finie si le degre de ses 
simplexes non degeneres est borne) . 

En particulicr si X est regulier et fini, alors, pour tout ensemble simplicial 
fini U, l'ensemble simplicial Hom{U , X) est fini. 

Nous verrons aussi que les sous-categories pleines <S reg de S formees par ces 
ensemble simpliciaux et iS/_ reg formees par ceux qui sont en plus finis, possedent 
de bonnes proprietes de stabilite. 



au cours d'une conversation avec A. Joyal ct G. Maltsiniotis 



Je remercie Georges Maltsiniotis pour ses encouragements, le soin avec lequel 
il a rclu de precedents etats du manuscrit, et ses suggestions pour facilitcr la 
lisibilite du texte. Je remercie aussi le referee dont les questions judicieuses m'ont 
permis de completer utilement certains enonces et de rendre plus agreable la 
lecture de quelques demonstrations. 

1. Preliminaires. 

1.1. Rappelons que les p-simplexes de Hom(U , X) sont les morphismes / : 
A[p] x U — > X de S. II en resulte immcdiatcmcnt que l'on a 

Horn (colim Q U a , X) = lim a H om ( U a , X). 

Comme tout ensemble simplicial U est colimite d'une famille de A[n] x (indicee 
par les simplexes non degeneres x de U) on voit que pour demontrer que quel 
que soit U fini, Hom(U , X) est fini pour un certain X, il suffit de le verifier 
pour les U — A[n], et on se limitera a ce cas dans toute la suite. 

1.2. Voici quelques notations utiles dans la suite. Les objects de la categorie 
simpliciale A sont designes comme d'habitude par des entiers entre crochets. 
Les morphismes faces et degenerescences sont notes respectivement di et <7j. 
Soient X un ensemble simplicial et ip : \p] — ► [q] un morphisme de A. On note 
X(ip) : X q — ► X p l'application associee par la structure simpliciale de X. Soit 
tp(i, i + r) : [1] — > \p] le morphisme dcfini par i— > i et 1 i— > i + r. 

1.3. Introduisons maintenant quelques definitions. 

On dit qu'un ensemble simplicial X est fortement regulier si pour tout sim- 
plexe x non degenere de X , les faces diX sont aussi non degenerees. 

Une arete elementaire d'un n-simplexe x d'un ensemble simplicial X est un 
1-simplexe y de X egal a X(ip(i, i + l))x pour un certain i, < i < n — 1. 

On dit qu'un ensemble simplicial verifie la propriete P r si, etant donne un 
simplexe x de X tel que X(tp(i,i + r))x soit degenere, alors il existe y € X tel 
que x = s i+r _i . . . s,y. 

On dit qu'un ensemble simplicial est regulier s'il verifie la propriete Pi. 
Comme le laisse entendre la terminologie proposee, nous verrons qu'un ensemble 
simplicial fortement regulier est regulier. 

1.4. Quelques proprietes elementaires 

1.4.1. On verifie facilement le resultat suivant : 

(*) Soit x = Si +r -iSi +r -2 ■ ■ ■ siy un simplexe de X. Alors Farete X(tp(i,i + 
r))x est degeneree. 

On en dcduit immcdiatcmcnt le 
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Lemme 1 : Soit i/6lim g-simplexe, soient a : [p] — > [q] un morphisme 
surjectif, et x = X(a)y. Alors X(tp(i, i + l))x est non degeneree pour au plus q 
valeurs de i. 

En effet X(a) = s il s l2 ■ ■ ■ s ip _ q avec i\ > 12 > • ■ • > i p - q - 

Lorsquc X est fortement regulier, le resultat (*) possede une reciproque : 

Lemme 2 : Un ensemble simplicial fortement regulier verifie la propriete P r 
pour tout r > (en particulier, il est regulier). Rcciproquement si un ensemble 
simplicial satisfait aux conditions Pi et P 2 , il est fortement regulier. 

Demonstration : Pour la premiere partie, on procede par recurrence sur le 
degre p des simplexes, le cas p = 1 etant tautologiquc. Soit x e X p un p- 
simplexe tel que X(tp(i, i + r))x soit degenere. Puisque X est fortement regulier, 
x est done degenere, disons x — s^y pour un certain k < p — 1. II vient done 
X((p(i, i + r))x = X(ak o tp(i, i + r))y. Les relations de commutation 

!ip(i — 1, i + r — 1) si fc<z 
^?(i,i + r — 1) si i<k<i + r 
tp(i, i + r) si k > i + r 

permettent d'ecrire suivant les cas 

r X(ip(i-l,i + r-l))y 
X((p(i, i + r))x = < X((p(i, i + r - l))y 
{X(ip(i,i + r))y 



Puisque cette arete est degeneree, l'hypothese de recurrence montre qu'il 
existe un z de degre p — 2 tel que, selon les valeurs de k, on a 

Si+r-2 •■■Si-lZ 
Si-\-r — 2 ' ' ' S^Z 
Si-\-r— 1 ' ' ' SiZ 

Mais alors il vient 

' Si+r-l ■ ■ ■ S l S k Z 
r = a/.y = ^ S J+r _i • • • S t Z 

Si-\-r— 1 ' ' ' SiSfc—j-Z . 

Supposons maintcnant que X verifie P\ et P^. Soit x G X et supposons 
que dux est degenere, disons d^x — siy. Alors (confer (*)) X((p(l, I + l))dkX est 
degenere. Or on a 

X(<p(l,l + l))d k =X(dkO<p(l,l + l)) 
et on verifie les egalites suivantes : 

<p{l + l,l + 2) si k<l 
d k o ip(l, I + 1) = <( tp(l, I + 2) si k = l + l 
ip(l,l + l) si k>l + l. 
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L'hypothese implique done que, dans le premier cas, on a x = s;+iz, dans lc 
second onai = si+\Siz et dans le troisieme x — siz pour un certain z. Dans 
tous les cas, x est degenere. 

Lemme 3 : Soit X un ensemble simplicial. Les trois proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

(i) X est rcgulier. 

(ii) Les aretes elementaires d'un simplexe non degenere de X sont toutes non 
degenerees. 

(iii) Un simplexe x de X est non degenere si et seulement si toutes ses aretes 
elementaires sont non degenerees. 

Demonstration : (i) => (ii) par definition meme de rcgulier. (iii) n'est autre 
que (ii) a laqucllc on ajoute la propriete vraie sans restriction sur X a savoir 
qu'un degenere possede toujours unc arete clcmcntairc dcgcnercc (confer (*)). 
Reste a montrer (ii) (i) et pour cela que si X ne satisfait pas a (i), il existe 
un simplexe non degenere de X dont une arete elemcntaire est degeneree. L'hy- 
pothese dit qu'il existe un z G X p et un i tel que X(ip(i,i + l))z est degenere, 
mais qu'il n'existe aucun y tel que z — Siy. Ecrivons z = X(<j))x avec x non 
degenere et 4> surjective : 4>(i) et </>(i + 1) sont done soit egaux, soit deux entiers 
successifs. Le premier cas ne peut se presenter car il impliquerait l'existence 
d'un V tel que 4> = ip o <j il et done on aurait z — SiX{ip)x en contradic- 
tion avec l'hypothese. Reste done le second. Posons </>(i) = j. Commc on a 
X((f(i,i + l))z = X(ip(j,j + l))x et que x est non degenere, la demonstration 
est achevee. 

La propriete (ii) du lemme precedent est tres commode pour reconnaitre un 
ensemble simplicial regulier. Par exemple, si n > 2, le quotient de A[n] par son 
arete On, qui n'est evidemment pas fortement rcgulier, est rcgulier. De meme 
on demontre sans peine la proposition suivante : 

Proposition 1 : La categorie 5 reg est stable par limites et sommes. Un 
sous-objet (dans S) d'un objet de iS reg est dans <S rog . Si X a est une famille de 
sous-ensembles simpliciaux de X, et si chaque X a est regulier, la reunion [JX a 
Test aussi. Un nerf est toujours regulier. 

(Pour montrer par exemple la stabilite de la categorie <S reg par produits, 
il suffit d'utiliscr la definition ; pour montrer qu'un sous ensemble simplicial 
d'un ensemble simplicial regulier est regulier, on utilise la propriete (ii) et le 
fait qu'un simplexe d'un sous-ensemble simplicial est degenere si et seulement 
si il est degenere dans l'cnscmble simplicial tout entier ; la stabilite par limites 
resulte de ces deux resultats.) 

2. Un critere de degenerescence. 

2.1. Rappelons que les w-simplexes de A[p] x A[n] sont les fonctions crois- 
santes [w] — > [p] x [n]. Si la deuxieme coordonnee reste constante, on dira que 
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le simplexe est horizontal, et si la premiere coordonnee reste constante, on dira 
qu'il est vertical. 



Appelons chemin a du reseau [p] x [n] un simplexe non degenere, de longueur 
maximale pour origine et extremite fixees. Geometriquement, le chemin explicite 
les valeurs successives de a : [w] — > [p] x [n], deux valeurs successives ayant 
toujours soit meme abscisse soit meme ordonnee. Notons C l'ensemble des (™p P ) 
chemins maximaux i.e. ceux qui relient (0,0) a [p, n), et faisons la remarque, 
triviale mais utile, que si c est un chemin maximal passant par le point de 
coordonnees alors on a c(i + j) = 

Pour sc donner un p-simplexe / de Hom(A[n], X), done un morphisme / : 
A[p] x A[n] — > X, il suffit de se donner les (p + r7,)-simplexes z a = /(a) de 
X lorsque a parcourt C, ces donnees etant soumises aux relations naturelles 
qui expriment que "sur l'intersection a (~l b de deux chemins maximaux, z a et 
Zb coincident" q On se propose dans ce paragraphe de donner un critere qui 
cxprime que / est en fait un degenere d'un (p— l)-simplexe g. Commenoons par 
le diagramme commutatif suivant. 

2.2. Etant donne un chemin maximal a de [p] x [n] et un entier positif ou 
mil k < p, il existe un unique entier t tel que Ton a 

a(k + t) = (fc,t) 
a(k + t+l) = (k+l,t) 

Ayant ainsi fixe t, on definit un chemin maximal m de [p — 1] x [n] en posant 
m(j) - 

et on verifie sans peine que le diagramme 

[p + n] — *- [p] x [n] 



a(j) si j <k + t 

a(j + l)-(l,0) si j>k + t 



[p + n-1] [p - 1 



x In] 



commute. Mais alors si g : A[p — 1] x A[n] —> X est un (p — l)-simplexe de 
Hom(A[n], X) et si h designe le p-simplexe degenere Sug, il vient : 

h(a) = s k+t g(m). 

D'apres l'assertion (*) de 1.4.1., l'image par h de l'arete ((k,t),(k + l,t)) est 
degeneree. Introduisons, pour designer ce phenomene, les definitions suivantes : 

2 Confer par exemple P. Gabriel and M. Zisman Calculus of fractions and homotopy theory, 
Ergebnisse der Mathematik, Band 35, Chapter II, 5.5. 
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Soit k un entier, < k < p — 1. On dit qu'un p-simplexe / de Hom(A[n], X) 
est k-presque degenere si pour tout < j < n, lc 1-simplcxe de X egal au 

/ 

compose [1] s- [p] x [n] X (ou la premiere flechc est dcfini par i— > 

(fc, j), 1, j)) est degenere. On dira qu'il est presque-degenere s'il existe 

un k tel qu'il est fc-presque degenere. 

Nous avons done constate qu'un p-simplexe degenere de Hom(A[n], X) est 
presque degenere. Nous verrons que moyennant des conditions sur X, cet enonce 
possede une reciproque. 

2.2.1. Nous allons dans ce but preciser la forme des chemins maximaux dans 
la tranche verticale limitee par les points d'abscisse k et k + 1. Pour tout triplet 
a,t,(3 d'entiers avee 0<a<t<(3<n, soit fr,^ l'unique chemin du reseau 
[p] x [n] passant par les points (k, a), (k,t), (k + l,t) et (k + l,/3) et soit l a p 
l'unique chemin du reseau \p— 1] x [n] passant par les points (k, a) et (k,(3). Si 
k = 0, on prend a = 0, si k = p — 1, on prend (i = n. 



(0,0) ' k k+l 
en pointille : le reseau [p] x [n], en trait double : b a t/3, en tirets : e et c. 

On introduit aussi les ensembles de chemins E a qui joignent les points (0,0) 
a (k, a) et qui arrivent horizontalement en (k, a) (i.e. qui passent par (k — 1, a) ; 
ensemble vide si k = 0), et Cp qui joignent (k + 1,(3) a (p,n) et qui partent 
horizontalement de (k + 1,(3) (i.e. qui passent par (k + 2,(3); ensemble vide si 
k = p — 1). Enfin a c £ C^, on associe le chemin c~ de [p — 1] x [n], dcfini par 
c-(i) = c(i)- (1,0). 

Ces notations etant fixees, il est clair que tout chemin maximal a G C s'ecrit 
d'une et d'une seule maniere comme une sommc a = e + b at p + c, avee e e E a 
et c € C/3, l'addition + designant la concatenation : a(z) = e(i) pour i < /c + a, 
a{i) = b at [}{i — k — a) pour k + a<i<k + l + (3ct a(i) = c(i — k — 1 — (3) pour 
k + 1 + (3 < i. Par aillcurs, la relation de 2.2. s'ecrit maintcnant 



h(e + b at p + c) = s k+t g(e + l a p + c ) 



pour ft, = s k g. 



G 



2.2.2. Le lemme principal. 

Lemme 4 : Soient X un ensemble simplicial regulier, et / un simplexe k- 
presque degenerede Hom(A[n], X). Alors il existe un simplexe g tel que / = Skg. 
Les simplexes presque degeneres de Hom(A[n], X) sont done degeneres. 

Demonstration : Soit / un p-simplexe de Hom{A[n], X) presque degenere. II 

existe done un entier k, < k < p — 1, tel que pour tout < j < n, lc 1-simplexe 

f 

de X egal au compose A[l] s- A[p] x A[n] X (oil la premiere fleche 

est definie par >—> (k,j), 1 i— ► (fc+ 1, j)) est degenere. Soit a un chemin maximal 
que Ton ecrit a = e+b at /3+c. L'aretc X{ip{k+t 1 k+t+l))f(a) est done degeneree. 
Puisque X est regulier, cela signifie que Ton a 

/(a) = s k+t y t 

pour un certain y t G X. Si a < t < (3, choisissons maintenant a' = e+b a ( t -i)fi+c. 
II vient de meme f(a') = Sk+t-iUt-i- Comme a et a' ne different que sur le carre 
forme par les deux verticales du reseau, d'abscisse k et k + 1 d'une part et les 
deux horizontals d'ordonnee t— 1 et t d'autre part, les relations de compatibilite 
indiquent que l'on a dk+t.f(a) = rffc+i+t-i/(a') ce qui impose 

Vt = Vt-i- 

Les yt sont done independants de t, et tous egaux a dk+p+ifie + &a/3/3 + c ) ; nc 
dependant que de e, c, a,/3. On les notera g{e + l a p + c _ ). Remarquons que si 
on a a — (3, alors le chemin bapp est reduit a une arete et le chemin l a p a un 
point. 

Ainsi, a tout chemin maximal e + l a p + c~ du reseau \p— 1] x [n], nous avons 
associe le (p + n — l)-simplcxc g(e + l a p + c _ ) de X. Par construction, on a 
f(e + batp + c) = Sk+tg(e + l a f3 + c~) et il reste a verifier que les relations de 
compatibilite sont satisfaites par les g(e+l a /3+c~). Soient m et ml deux chemins 
maximaux du reseau [p — 1] x [n] qui nc different que sur lc carre passant par 
les deux points et (i + l,j + 1). On doit avoir di + j + \g(m) = d i+ j + ig(m'). 
II y a quatre cas, selon que i < k — 1, i = k — 1, i = k et i > k. Les deux cas 
extremes sont evidents. Traitons par exemple le cas i = k. On a m — e + l a p + c~ 
et ml = e + l a {p-i) + c '~, avec c'(0) = (k + 1,(3 - l),c'(l) = (k + 2,(3 - 1) et 
c'(r + 1) = c(r) pour r > 1. Nous devons verifier l'egalite 

dk+fid k +p+if{e + b a f jf 3 + c) = dk+f)d k+ pf(e + & a (/3-i(/3-i) + c') 

ce qui ne pose aucune difficulty : e'est exactement la compatibilite des deux 
(p + n)-simplexes qui figurent de part et d'autre de l'egalite. 
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c 




c 



/3-1 



b 



b' 



c 



a 



k 



k+1 



k+2 



on a ecrit b au lieu de b a pp et b' au lieu de 6 a (^-i)(/3-i)- 



3. Les theoremes. 

3.1. La proposition suivante est un cas particulier du theoreme 1 : 

Proposition 2 : Si X est un ensemble simplicial regulier de dimension q, 
alors Hom(A[n], X) est de dimension au plus (n + l)q. 

Demonstration : Soit / un p-simplexe de Hom(A[n], X), i.e. un morphisme 
A[p] x A[n] — > X. Pour tout < j < n , soit Xj : [p] — > [p] x [n] le p-simplexe 
de A[p] x A[n] defini par i i— > Son image par / est un p-simplexe de X. 

On dira que l'arete + du reseau \p] x [n] est efficace si Farete 

elementaire X(tp(i,i + l))f(xj) est non degeneree. Supposons maintenant que 
X est de dimension finie q, et prenons p > q : sous ces conditions le simplexe 
f(xj) est degenere; le lemme 1 nous dit que ce simplexe possede au plus q 
aretes efficaces. Comme j prend n + 1 valeurs distinctes, le reseau possede au 
plus (n + l)q aretes efficaces distinctes. Choisissons done p > (n + ce qui 
nous assure de l'existence d'un entier k tel que, pour tout j = 0, . . . n, l'arete 
{(k,j), (k + 1, j)) est non efficace. En d'autres termes, le simplexe / est presque 
degenere. D'apres le lemme 4, il est done degenere. 

3.1.1. La borne (n + l)q est la meilleure possible puisque Hom(A[n], A[q]) 
est de dimension (n + l)q. En effet les p-simplexes de Hom(A[n], A[q\) sont 
les applications croissantes / : [p] x [n] — > [g] et ce simplexe est degenere si et 
seulement si / prend les memes valeurs sur deux colonncs voisines du reseau 
[p] x [n]. Soit alors / : [(n + 1)?] x [n] — > [g] l'application definie par les egalites 
suivantes, oii j parcourt les valeurs < j < n, et ou l'on a ecrit i = kq + a pour 
i > 0, fc G {0, . . . , n} et 1 < a < q : on pose f(0,j) = et, pour i > 0, 



On definit ainsi un (n + l)g-simplcxc non degenere de Hom(A[n], A[q\) qui 
est done de dimension au moins q. Montrons que la dimension est exactement 




si j < n — k 
a si j = n — k 
q si j > n — k. 
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(n+ l)q. Soit / un simplcxe non degenere de degre p. Pour tout i € [p], il existe 
au moins un j G [n] tel que f(i,j) < f(i + 1, j). Done, si designe la somme 
f(i,0) + f(i, 1) + • • • + f(i,n) des valeurs prises par la fonction sur la i-eme 
colonne du reseau, il vient a(i) < a(i + 1) ct finalcmcnt cr(j>) > p. Mais par 
ailleurs il est clair que l'on a, pour tout i, a(i) < (n + l)q, puisqu'il y a n + 1 
termes dans chaque colonne du reseau. Done il vient p < <r(p) < (n + l)q. 

3. ,1.2. Demonstration du theoreme 1. On ecrit U = colim^Aflul]^, oil u par- 
court l'ensemble des simplexes non degeneres de U, et ou \u\ designe le degre 
dc u. L'egalite donnee dans (1.1) ct la proposition 2, ainsi que les proprietes 
elementaires de la dimension permettent de conclure. Plus precisement, soient 
A et B deux ensembles simpliciaux de dimension finie. On a dim (A x B) = 
dim A + dim B, et si A C B alors il vient dim A < dim B. Comme une limite 
finie n'est autre qu'un sous objet d'un produit fini, nous obtenons : 

Theoreme Ibis : Soient X un ensemble simplicial dc dimension finie et U 
un ensemble simplicial fini. On a : 

dim Hom{U,X) < ^(|tt| + l).dim X 

u 

ou, dans la somme, u parcourt l'ensemble des simplexes non degeneres de U. 

3.2. Partant d'un ensemble simplicial regulicr X qu'en est-il de Hom{ U, X) ? 
Le theoreme 2 repond a la question : 

Theoreme 2 : Soient X un ensemble simplicial regulier et U un ensemble 
simplicial quclconque. Alors Hom(U , X) est regulier. 

Demonstration : Utilisant la remarque 1.1. et la proposition 1, nous voyons 
qu'il suffit de demontrer le theoreme dans le cas oh U — A[n]. Posons Y = 
Hom(A[n], X). Soit / 6 Y p , ct supposons que Y(Lp(k,k + 1))/ est dcgcncrc. 
Cela signifie qu'il existe un h qui fait commuter le diagramme suivant : 




Mais alors pour tout j 6 {0, • • • , n}, les 1-simplexes ((k, j), (k + ne sont 
pas efficaces. Comme dans la demonstration du theoreme 1, cela signifie que 
/ est fc-presque degenere. Le lemme 4 implique qu'il existe g tel que / = Skg. 
Done Y vcrifie P\. 

Lorsque Ton se restreint aux ensembles simpliciaux finis, on obtient (confer 
proposition 1) : 
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Theoreme 3 : La categorie 5/_ rog est stable par limites finies et cartcsicnne 
fermee. Elle est aussi stable par sous-objets et sommes finies (et meme reunions 
finies). 

4. Quelques complements. Disons qu'un ensemble simplicial X est forte- 
ment fini si Hom(U , X) est fini pour tout ensemble simplicial fini U. 

On pcut montrer que tous les quotients de A [2] sont fortement finis. II est 
probable qu'on peut en deduire que lcs ensembles simpliciaux finis de dimension 
2 sont fortement finis. 

Notons Fi la i-eme face de A[g].Voici un rcsultat qui generalise legerement 
celui de Lurie annonce au debut : 

Proposition 3 Soit F C A[q] (q > 3) une reunion de faces qui contient 
F a U F a+ i pour un certain a, < a < q — 1). Alors X = A[q]/F n'est pas 
fortement fini. 

Demonstration (Lurie) : Introduisons la fonction coupe definie sur Z et a 
valeurs dans N par 



Soit p > q un entier, soit < u < p et soit z u le (p + l)-simplexe de A[q], 
i.e. le morphisme [p + 1] — > [q] de la categorie A, dcfini par z u {%) — coupc(z — 
u + a). II est clair que z u o d u ne prend pas la valeur a et que z u o d u +i nc 
prend pas la valeur a + 1. Ainsi d u z u et d u +iz u sont des simplexes de F. Les 
p+ 1 simplexes z u , images des precedents dans le quotient X verifient done les 
relations de compatibilite d u+ iz u — d u+ \z u+ \ et definissent ainsi un p-simplexe 
de Hom(A[l], X). Ce simplexe n'est jamais degenere. En effet (d'apres 2.2., ou 
un raisonnement direct), la condition pour qu'un p-simplexe / de Hom(A[l], Z), 
donne parp+1 simplexes /„, u G {0, . . . ,p}, de degrep+1 de Z, soit le degenere 
S]~g d'un simplexe g donne par des g v G Z p , est 



II suffit de montrer que Zk n'est pas dans l'image de Sk+i pour verifier l'assertion. 
Or on a z u (u + 1) = a + 1 et z u (u + 2) = a + 2. Si on avait Zk = Sk+iV pour un 
certain y, alors z^jo ak+i prendrait la meme valeur pour k + 1 et k + 2, ce 
qui est impossible. Mais alors Hom(A[l],X) est de dimension infinic. 

Remarque : Qu'en est-il de A[q]/Fi ? La question reste ouverte. Je ne sais 
pas non plus si Ton peut remplacer dans le theoreme 2, regulier par fortement 
rcgulicr. Cost vrai pour X = A[q], d'apres un raisonnement analogue a celui de 
(3.1.1.) utilisant la croissance de a. 




fu = Sk+ig u si u < k et f u = s k g u -i si u > k. 
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